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Resume 



r~' I Nous associons a tout revetement de courbes des varietes ayant meme corps des modules 

Z ■ et memes corps de definition que ce revetement. Nous en deduisons des exemples de courbes 

^ . qui ont Q pour corps des modules, admettent des modeles sur tous les completes de Q mais 

j^ I pas de modele sur Q. 
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1 Introduction 

Le propos de cet article est de construire des obstructions a la descente dans la categoric des 
varietes, c'est-a-dire d'exhiber, par exemple, des varietes de corps des modules Q n'ayant pas de 
modele sur Q. 

Partant d'une obstruction a la descente (eventuellement globale comme dans [ICR04II ) dans 
la categoric des revetements de courbes, on souhaite produire des obstructions a la descente dans 
d'autres categories. La categoric ultime sera celle des courbes lisses. On procedera par etapes : 
passant par la categoric des surfaces quasi-projectives, puis projectives. 

Peu d'exemples d' obstructions sont connus pour les varietes. Mestre a donne des exemples 
d' obstructions locales pour des courbes hyperelliptiques dans [|Mes91L 

On montre ici le 

Theoreme 1.1 // existe une Q-courbe lisse projective, de corps de module Q et definie sur tous 
les completes de Q mats pas sur Q lui meme. 

1.1 Quelques categories munies d'une action de Galois 

Soit K un corps de caracteristique nuUe. On note K^ sa cloture separable et T^ son groupe de 
Galois absolu. Une i^-variete est par defaut supposee reduite, lisse et geometriquement irreduc- 
tible. Nous serons amenes a considerer differentes categories munies d'une action fonctorielle de 
Vk- II s'agit premierement de la categoric des varietes algebriques, reduites, lisses, et irreductibles 
sur K^ . On considere aussi les sous categories pleines formees des courbes lisses projectives sur 
K^, des surfaces quasi-projectives lisses sur K^, des surfaces projectives normales sur K^ . Soit 
B une fi'-variete lisse reduite et geometriquement irreductible. On s'interessera a la categoric des 
/(''^-revetements de i3 et a la sous-categorie pleine formee des revetements etales. 

Si O -^ Spec(i^'') est un objet d'une des categories ci-dessus et si a G Vk, I'objet '^O -^ 

Spec(fC'^) est defini par composition O -^ Spec(i^'*) '"'-11^ Spec(K'*). Cela definit un foncteur 
covariant, encore note a. Le stabilisateur dans Tk de la classe de iT^-isomorphisme d'un objet 
est un sous-groupe d'indice fini. Le sous-corps de K'^ fixe par ce sous-groupe est appele corps 
des modules de I'objet. Si L est un corps tel que K C L C K^, on dit que O est defini sur L s'il 
est ii^'^-isomorphe au tire en arriere d'un L-objet O' — » Spec(L) par Spec(ii''*) — *> Spec(L). On 
dit aussi que L est un corps de definition de O. Le corps des modules est contenu dans tous les 
corps de definition. 



1.2 Descente de Weil 

Soil K un corps de caracteristique nuUe et K^ une cloture algebrique. Soit L C K^ une 
extension finie de K. Soit I'ensemble des i^-plongements de L dans A'*. C'est un ensemble 
fini de cardinal le degre de L sur K. II est muni d'une action a gauche du groupe de Galois 
absolu Tk de K. Pour cu E Tk eta E Q cette action est notee sans fagons cua G 6. A I'inclusion 
L C K'^ correspond un element particulier de que Ton note Id. On a une surjection Tk —^ © 
definie par cu -^ cold et on notera abusivement cold = u E Q. 

Soit Q -^ Spec(_ft''*) un objet de I'une des categories precedentes. On suppose que K est le 
corps des modules de Q. On suppose que Q est defini sur L. II existe done un objet O -^ Spec(L) 
tel que Q soit fc'^'-isomorphe a ^^O. 

On appelle {O, L/K) la sous-categorie pleine dont les objets sont les conjugues '^O de O 
avec a parcourant 0. Ici, I'objet '^O est le tire en arriere de O ^ Spec(L) le long de Spec((T) : 
Spec{K') -^ Spec(L). 

Notons que {O, L/K) est un groupoi'de fini dont le nombre d' objets est le degre de L sur K. 
Ce groupoi'de est connexe puisque K est le corps des modules de O. Ce groupoi'de est muni d'une 
action fonctorielle du groupe de Galois absolu de K. Si O / L est defini sur L et si M C K^ est 
une extension finie de L de degre d, alors {O ®l M, M/K) est forme de d copies de {O, L/K) 
connectees avec les identification triviales. 

Weil montre que le groupo'ide galoisien abstrait < O, L/K > contient toutes les informations 
utiles a la descente de La.K. 

Theoreme 1.2 (A. Weil) L'objet O est L-isomorphe a un K-objet de sa categorie si et seule- 
ment s'il existe unefamille {Ia,T){a,T)ee de morphismes dans la categorie {O, L/K) satisfaisant 
les conditions suivantes. 

- Cette famille est indexee par les couples de plongements (o", t) E Q et Ia,T '■ ^O — > "O. 

- Ia,TlT,fj. = Icr,ii pour tous a,T, fi E 6. 

- Pour tout ijj E Vk on a "^la t = lu. 
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La famille de morphismes {Ia,T){a,T)ee est appelee donnee de descente de L a K pour O. 

En somme, Weil montre que, pour les categories concemees, les seules obstructions a la 
descente sont combinatoires et qu'elles sont exprimees en termes du groupo'ide galoisien abstrait 
{O, L/K) . En particulier, soient deux L-objets O etV de corps des modules K. Solent {O, L/K) 
et {V, L/K) les groupo'ides pour la descente a K. S'il existe un isomorphisme de groupo'ides F;^- 
equivariant entre (O, L/K) et {V, L/K), alors K est corps de definition de O si et seulement 
s'il est corps de definition de V. Noter que O etV ne sont pas, ici, necessairement objets de la 
meme categorie : seuls importent les deux groupo'ides galoisiens associes. 

Mais on a mieux : la seule existence d'un morphisme entre ces deux groupo'ides fournit une 
information. 

Theoreme 1.3 Soit K un corps de caracteristique nulle. Soit O un objet de I'une des categories 
ci-dessus. Soit V un objet de I'une des categories ci-dessus (pas necessairement celle de O). 

Soit L C K'^ une extension finie de K. On suppose que O etV sont definis sur L et que K 
est le corps des modules de O et V. Soient {O, L/K) et {V, L/K) les groupoi'des associes a O 
et V pour la descente de L a K. 



Supposons qu'il existe un morphisme (foncteur covariant) de groupoide V K-equivariant de 
(C, L/ K) vers {V, L/K) qui envoie I'objet O sur I'objet V. 

Alors si K est corps de definition de O, il est aussi corps de definition de V. 

C'est evident : il suffitd'appliquerle foncteur en question a unedonneededescente (/a.T-)(cr,T)ee 
de L a i^ pour O. On obtient une donnee de descente de L a fC pour V car le foncteur est un 
morphisme F/^-equivariant de groupoi'des. 

Remarque 1 Le groupoide muni d'une action de Galois qui apparatt dans les theoremes prece- 
dents est tres proche de la gerbe des modeles introduite par Giraud dans l\Gir71\I et utilisee par 
Debes et Douai dans hDD99\l dans le cas des revetements. La formulation de Weil fait apparaitre 
seulement la famille finie des conjugues d'un modele donne (soit des sections locales de la gerbe 
sur un recouvrement fini de Spec(-ft')j. Les conditions de Weil sont equivalentes a I'existence 
d'un groupoide galoisien Q dont les objets sont les objets de {O, L /K ) plus un objet O, et qui 
satisfait les proprietes suivantes : 

- II existe un morphisme I dans Q entre O et O. 

- Le groupoide {O, L / K ) est une sous-categorie pleine de Q. 

- U action du groupe de Galois absolu de K sur {O, L / K ) s'etend en une action foncto- 
rielle sur Q qui fixe O. 

- Le morphisme I est fixe par le groupe de Galois absolu de L vu comme sous-groupe du 
groupe de Galois absolu de K . 

1.3 Strategic 

Les obstructions a la descente construites dans ce travail derivent de celles construites par 
Ros et Couveignes dans la categorie des revetements de courbes : 

Theoreme 1.4 (cf. llCR04L CoroUaire 2) // existe un Q-revetement ramifie de Pq dont le corps 
des modules est Q, qui admet des modeles sur tous les completes de Q maispas de modele sur Q. 

Afin d'en deduire des exemples d' obstructions a la descente dans d'autres categories, nous 
presentons plusieurs procedes permettant de passer de la categorie des revetements de courbes 



aux autres categories presentees dans la section [TTTl tout en conservant les proprietes de modules 
et de definition. Pour ce faire, nous utiliserons plusieurs fois le theoreme 1 1 . 3 1 pour passer d'une 
categorie a une autre. 

Dans la section [21 on part d'un /C^-revetement if : C -^ B ®k K^ d'une ii'-courbe B et 
on construit une K-couxht B' sans i^'^-automorphisme non-trivial et un _ft''^-revetement C -^ 
B' ®K K^ ayant meme corps des modules et memes corps de definition que ip. 

Dans la section [3] on part d'un A'^^-revetement Lp : C ^> B ®k K^ d'une K-combt B et 
on construit une i^ ''-surface quasi-projective ayant meme corps des modules et memes corps de 
definition que ce revetement. Lorsque la base fi de (/? n'a pas de K'^-automorphisme non-trivial, 
la surface en question est I'ouvert complementaire du graphe du revetement. Le resultat de la 
section [2] permet de se ramener a ce cas. 



Dans la section |4] nous partons d'un if'^-revetement d'une ii'-courbe algebrique sans K^- 
automorphisme. Nous supposons que le corps des modules de ce revetement est K et nous lui 
associons une ii'^-surface projective normale, de corps des modules K, ayant les memes corps de 
definition que ce revetement. Cette surface projective est construite comme revetement fortement 
ramifie le long du graphe du revetement. 

Enfin, dans la section |5] nous construisons une K^-covxxhQ projective, de corps des modules 
K, ayant les memes corps de definition que le revetement initial. C'est une courbe tracee sur la 
surface precedente, et obtenue par deformation d'une courbe stable choisie pour que son groupe 
d'automorphismes soit le meme que celui de ladite surface. 

Tout au long de ce travail, notre principale preoccupation sera de controler le groupe des 
automorphismes de chacun des objets que nous construirons. 

2 Annulation du groupe d'automorphismes de la base 

Dans cette section, on part d'un corps K de caracteristique nuUe, d'une extension algebrique 
L C K^ de K, d'une K-courbe B projective, lisse, geometriquement irreductible, et d'un L- 
revetement Lp : C ^* B ®k L ayant K pour corps des modules. On veut produire d'autres 
revetements, ayant meme corps des modules et memes corps de definition, et jouissant de pro- 
prietes supplementaires. En particulier, on souhaite montrer que Ton peut supposer que la base 
ne possede pas de i^^-automorphisme non trivial. 

On commence par montrer que le degre du revetement peut etre multiplie par n'importe quel 
premier etranger au degre de depart. 

Lemme 2.1 Soit B une K -courbe projective lisse geometriquement irreductible et ip : C ^ 
B ®K L un L-revetement de degre d. Pour tout premier p etranger a d, il existe ip' : C —>■ B ®k L 
un L-revetement de degre pd ayant meme corps des modules et mimes corps de definition que (p. 

Preuve — Soit / G K{B) une fonction non constante, dont le diviseur est simple et disjoint 
du lieu de ramification de ^p. L' equation Y^ = f definit une extension de degre p de K(B) 
dont on note B' le modele projectif lisse. C'est une Ji'-courbe, projective, lisse, geometriquement 
irreductible qui revet B par un revetement u de degre p (et galoisien sur K'^). Les extensions L(C) 
et L(B') sont lineairement disjointes sur L(B). Soit C le modele projectif lisse associe au com- 
positum de L{C) et L{B'). C'est, par construction, une L-courbe qui revet B ®k L par un 
revetement if) de degre pd : 



C 




De nouveau par construction, il est facile de voir que tout corps de definition de ip est aussi un 
corps de definition pour il>, et que le corps des modules de il) est inclus dans celui de (p. 



Reciproquement, pour tout (T G r/^,lesous-revetement'^(y9 : "'C -^ i3(8>i^L du revetement '^^Z' : 
"'C -^ B 0K L peut etre caracterise comme le sous-revetement maximal non ramifie en le sup- 
port de /. II en resulte que pour tous cr, r G Vk et tout 7^'^-isomorphisme / entre ""^ et '^^, il 
existe un unique i^^-isomorphisme J ■.'^C ^ "C tel que le diagramme 

^c -^ ^C 

\ , \ 

commute. De plus J est un i^^-isomorphisme entre "^(^ et '^(/j. Cela permet de montrer, d'une part, 
que le corps des modules de ip est contenu dans celui de i}). Compte tenu de ce qui precede ces 
deux corps de modules sont egaux. D'autre part, soit L' C K^, une extension algebrique de M. 
A toute donnee de descente a L' pour if), il correspond, par projection, une donnee de descente 
a L' pour ip. Ainsi les revetements if etip ont bien memes corps de definition comme annonce. D 

Ensuite, on montre que Ton peut choisir une courbe de base de genre > 2. 

Lemme 2.2 Soit B une K -courbe projective lisse geometriquement irreductible et ip : C ^ 
B ®K L un L-revetement de degre d. Alors il existe une K -courbe B' lisse, projective, geometri- 
quement irreductible, de genre au moins 2 et un L-revetement ip' : C -^ B' ®k L ayant mime 
corps de modules et mimes corps de definition que celui de ip. 

Preuve — On reprend la construction de la preuve precedente en supposant de plus que le degre 
de / est au moins 3 et on s'interesse au revetement cp' : C ^ B' ®k L. L'hypothese sur le degre 
de / permet, grace a la formule de Hurwitz, de montrer que la courbe B' a un genre au moins 
egal a 2. Avec des arguments proches de ceux de la preuve precedente, on verifie que p) et p>' ont 
bien meme corps des modules et memes corps de definition. D 

Enfin, on prouve que la base peut ne pas avoir de fC^'-automorphisme non trivial. 

Lemme 2.3 Soit B une K-courbe projective lisse geometriquement irreductible et ip : C ^ 
B®kL un L-revitement de degre d. Alors il existe une K-courbe B' lisse, projective, geometrique- 
ment irreductible, de genre au moins 2 et telle que B' ®k K'^ n' ait pas d'automorphisme non 
trivial et il existe un L-revetement pJ : C ^ B' ®k L ayant mime corps de modules et mimes 
corps de definition que p>. 

Preuve — D'apres le lemme [Z2] on peut supposer que le genre de B est au moins 2 et done que 
le groupe des A'^'-automorphismes de B, note A, est fini. 

Soit p > 3 un entier premier. Commen9ons par montrer qu'il existe une fonction / G K{B), 
non-constante et non-singuliere au-dessus de 2, —2 et oo, de degre au moins 2 + Ap{g{B) — 1) + 
2p^, telle que I'ensemble /^^({— 2,2}) ne soit invariant par aucun automorphisme non-trivial 
de B ®K K^, et telle que I'ensemble des valeurs singulieres de (p ne rencontre pas I'ensemble 
f-\{2,-2,oo}). 

En evitant les noyaux des formes lineaires a ± id pour a G A \ {id} (en nombre fini) du K^- 
espace vectoriel K^(B), on verifie qu'il existe / G K^{B) non constante telle que a(/) 7^ ±/ 



pour tout a G y4\{id}. Onpeutmemesupposerque/ G K{B).Fomtoutn G N* premier a #A et 
tout a G A\ {id}, on a encore a(/") ^ ±/" (Sinon a(/") = ±/" done a(/) = C/ avec C^" = 1- 
Notant a I'ordre de a, alors / = a"(/) = C"/ done C" = 1. Ainsi C = ±1. Contradiction) . 
Quitte a remplaeer / par /", on peut supposer que deg(/) > 2 + Ap(g(B) — 1) + 2p^. 

Par construction, la fonction p n'a pas d'automorphisme non trivial (i.e. AutK{p){K{B)) = 
{id}). D'apres le lemme [63l on en deduit que presque toutes les fibres de /^ sont non singulieres 
et fixees par aucun automorphisme non trivial de A. En particulier, il existe A G K* telle que la 
fibre de p en A^ est non singuliere, fixee par aucun automorphisme non-trivial de A et disjointe 
des valeurs singulieres de (/?. La fonction 2//A satisfait toutes les contraintes souhaitees. On la 
note encore /. 

Cela etant, I'equation X^ + X~p — / = definit une extension de K{B), diedrale de 
groupe Dp apres extension des scalaires a K^. Soit B" le modele projectif lisse de ce corps de 
fonctions et ^ : B" ^ B le fi'-revetement de degre 2p associe. Le groupe des iC'^-automorphismes 
de jj, est Dp. L' ensemble des valeurs singulieres de n est /^^({2, —2, oo}). On note w I'automor- 
phisme de B" donne par w{X) = X'^ et B' le quotient de B" par w. C'est une fC-courbe 
projective et lisse et on a un i^-revetement u : B' ^ B de degre p. Ce revetement n'a pas 
d'automorphisme non trivial car (w) est auto-normalisateur dans Dp. 

Ramification disjointe oblige, les corps K"^ (B") et K"^ (C) sont lineairement disjoints sur K^ (B) . 
Les modeles projectifs lisses des compositum de K^{C) avec K^{B') et K^{B"), notes C et C" 
s'inscrivent dans le diagramme suivant : 




C®lK' 



Le revetement C" -^ C est encore galoisien de groupe Dp et C" -^ C est encore de degre 2. 

Montrons que le revetement ip' : C ^ B' ®k K^ satisfait les conditions du lemme. Deja, il 
a clairement meme corps des modules et memes corps de definition que Lp. 

II suffit de montrer que B' ®k K^ n'a pas d'automorphisme non trivial. Soit b' un automor- 
phisme de B' ®K K^. L' image I de u x (z/ o b') : B' ®k K^ ^ {B x B) ®k K^ est coincee 
entre B' ®k K^ et B ®k K^ ■ Le bidegre de X est < {p,p) et done son genre arithmetique 



virtuel est au plus 1 -(- 2p{g{B) — 1) 



p" 



d'apres le lemme [6?n Si I n'est pas isomorphe a 



B ®K K^ alors X est birationnellement equivalent a B' ®k K^ et son genre geometrique est 
> I deg(/)p > 1 + 2p(g(B) — 1) + p^ par la formule de Hurwitz. Contradiction. Done X est une 
correspondance de bidegre (1, 1) qui definit un automorphisme b de Bi^kK^ tel que bou = uoW. 
Un tel automorphisme conserve les donnees de ramification de v, de sa cloture galoisienne ^ et 
aussi de I'unique sous-revetement de degre deux de fi. Comme ce dernier revetement est ramifie 



en / ^({—2, 2}) on en deduit que b = Id puis que b' est un _ft''^-automorphisme du revetement 
u. Comme u n'a pas d'automorphisme, on a bien b' = id. D 



3 Surfaces quasi-projectives 

Soit K un corps de caracteristique nulle. On donne, dans cette section, un procede general 
qui associe a tout i^'^ -revetement de courbes if : C ^ B, une /('''-surface quasi-projective lisse 
et irreductible en conservant les proprietes de modules et de definition. 

Theoreme 3.1 Soit K un corps de caracteristique nulle, B une K-courbe lisse projective et 
geometriquement irreductible et (f : C ^ B ®k K^ un K^ -revetement. II existe une K^ -surface 
quasi-projective lisse et irreductible, ayant meme corps des modules et memes corps de definition 

que if. 

3.1 La construction de la surface 

Tout d'abord, grace aux lemmes IZ2l et 12.31 on peut supposer que la base B ®k K^ est de 
genre au moins 2 et qu'elle n'a pas de /('"'-automorphismes non triviaux. 

On considere V = (B ®k K^) x C le produit cartesien des deux courbes et Q le graphe de Lp 
dans V. Soit U I'ouvert de V complementaire de Q. On note pc '■ 'P ^^ C Qi pb '■ cP ^^ B les 
projections sur chacun des deux facteurs. 

La surface attendue n'est rien d'autre que I'ouvert U que Ton appelle empreinte du revetement 
(C, (/)) . II nous reste a etudier les corps des modules et de definition de cette empreinte en fonction 
de ceux de cp. 

3.2 Corps des modules et corps de definition 

On procede en enchainant deux lemmes. 

Lemme 3.2 Soient U et V les empreintes respectives de deux K^ -revetements connexes non 
triviaux ip : C ^ B ®k K'^ et ip : V ^> B ®k K'^, ou B est une K-courbe lisse, projective, 
geometriquement irreductible, de genre au moins 2 et sans K^-automorphisme non trivial. Alors 
tout K^-morphisme surjectifdeU -^ V est de la forme Idx'-f oil 'y : C -^ V est un K^-morphisme 
entre les revetements (p : C ^ B ®k K'^ et ip : V ^ B ®k K^ 



^s 



Preuve — Un /f ^-morphisme de (C, ip) dans {V, ip) est un i^'^-morphisme de courbes 'j : C ^ V 
tel que ^7 = ip. L'isomorphisme produit Id x 7 de (B ®k K^) x C dans {B ®k K^) x V envoie 
le graphe de ip sur celui de ^ et W sur V. 

Reciproquement, soit v un i^^-morphisme surjectif de hi sur V. Soit c un i^"* -point ferme de 
C. La restriction de px) o i; a ( (i3 ®k K^) x {c}) fl U est constante car le genre de B est inferieur 
a celui de V. On note 7(c) cette constante et on definit ainsi un morphisme 7 : C ^ P qui n'est 
pas constant car v est surjectif. La restriction de p^ot; a {{B^kK^) x {c}) r\U est un morphisme 

8 



/?c a valeurs dans B. Soit F C C I'ensemble des K'^-po'mts fermes de C tels que Pc est constante. 
C'est un ensemble fini car v est surjectif. Pour un i^'^-point ferme c ^ F \e morphisme Pc induit 
un automorphisme de B, qui est trivial puisque ,B n'a pas d'automorphisme non-trivial. On a 
done v{b, c) = (6, 7(c)) pour les i^ ''-points fermes 6 de i3 et c de C avec c ^ F et (6, c) G U. Soit 
b un _ft''^-point ferme de B ®k K^- La restriction AQpsovdi ({6} x C) nU est constante egale a 
b sur I'ouvert non vide ({6} x (C — F)) fl W. Done elle est constante. Ainsi F est vide et v est la 
restriction de Id x 7 a W. Done Id x 7 envoie U sur V done ^7 = </?. D 

Lemme 3.3 SoitU Vempreinte d'un K^-revetement (f : C ^ B ®k K^ de degre au mains 2, 
oil B est une K-courbe lisse, projective, geometriquement irreductible, de genre au mains 2 et 
sans K^ -automorphisme non trivial. Alors : 

1. le groupe des K'^ -automorphismes de lA est egal au groupe des K'^ -automorphismes du 
revetement (p : C ^ B ®k K^ ; 

2. le corps des modules de U (dans la categorie des varietes quasi-projectives) est le corps 
des modules du revetement ip : C ^ B ®k K'^ ; 

3. une extension algebrique de K est corps de definition de U si et seulement si elle est corps 
de definition du revetement (p : C ^ B ®k K^. 

Preuve — Les deux premiers points resultent du lemme 13.21 On prouve le troisieme en appli- 
quant le principe general expose dans 1' introduction. Solent L C K'^ une extension algebrique 
de K etip : V ^ B ®k L un L-modele de ip. II existe J : C ^ V 0^ K^ un iT'^-isomorphisme 
tel que tp = if) J. Soit V I'ouvert de [B ®k L) x V complementaire du graphe de -ip. C'est une 
L-variete et Id x J est un _ft'''-isomorphisme de U sur V ®l K^. 

Reciproquement, soit V un L-modele deU etv : U ^ V ®l K^ un i^^'-isomorphisme. Pour 
tout a dans Gal{K'^ / L) la composee Wa- = v^^'^v est un fC'^-isomorphisme de '^U sur U qui 
s'etend en un if'^-isomorphisme Id x V^ de (B ®k K^) x '^C dans [B ®k K^) x C avec V^j un 
X^-isomorphisme de revetements de '^'p sur (p. Puisque les w^ satisfont les conditions de Weil 
pour la descente a L, il en va de meme des V^j. Done ip admet un L-modele. D 

Le theoreme 1 1 .41 nous permet done d'affirmer que : 

CoroUaire 3.4 // existe des Q-surfaces quasi-projectives lisses et geometriquement irreductibles 
de corps des modules Q, definies sur tous les completes de Q mais n'etant pas definies sur Q. 

4 Surfaces normales project! ves 

Dans cette section K est encore un corps de caracteristique nuUe. Dans le meme esprit que la 
section precedente, on donne ici un procede assez general qui associe a un revetement de courbes 
de corps des modules K, une 7^ ''-surface projective normale, irreductible ayant meme corps des 
modules et memes corps de definition que le revetement initial. Plus precisement on veut montrer 
le: 



Theoreme 4.1 Soit B une courbe definie sur K et soit (f : C —^ B ®k K'^ un K'^ -revetement de 
corps des modules K. II existe une K^ -surface projective, irreductible, et normale, de corps des 
modules K, et ayant memes corps de definition que ip. 

4.1 La construction de la surface S et ses premieres proprietes 

Notre point de depart est encore un revetement ip : C ^ B ®k L de degre (i > 2, de corps 
des modules K et defini sur L C K^ une extension algebrique de K. D'apres le lemme [231 on 
peut supposer que B est de genre au moins 2 et qu'elle n'a pas de Q-automorphisme non trivial. 
On construit un revetement de {B ®k L) x V fortement ramifie le long du graphe de ip. 

On se donne un systeme fini {hj)i<j<j de generateurs du corps K{B). On suppose qu'aucun 
hj n'est une puissance dans K^{B). 

On pose / = 2 J et n = ni=i Pi 1^ produit des / premiers nombres premiers plus grands que 
le degre d de v?. 

On choisit deux entiers positifs a et 6 premiers entre eux et plus grands que 1 + 2{g{B) — 
l)n + n^ et pour tout 1 < j < J on pose : 

fj = ^j, fj+J = hj. 

Quitte a grandir les valeurs de a et b, on peut supposer qu'aucune des fonctions fi — \ n'est une 
puissance pj-eme dans K^{B) pour X e K^ et 1 < i < I : c'est evident pour A = 0. Si A 7^ et 
si h^ — \ = no<fc<a-i(^« ~ Ca-^") 6st une puissance, alors hi a au moins a valeurs singulieres 
distinctes. Ceci est exclu si a est plus grand que le nombre de valeurs singulieres de hi. 

D'autre part, les (/i)i<i</ engendrent K{B) et elles ont un degre plus grand que 1 + 2{g(B) — 
l)n + n^. Soit M le maximum et m le minimum des degres des fi, alors : 

VI < i < /, 1 + 2{g{B) - l)n + n^ < m < deg(/i) < M. 

Soit p un nombre premier plus grand que {g{B) + /M)n et notons V la L-courbe et tp : 
V ^ B ®K L le revetement de degre pd, donnes par le lemme l2?n Le genre de V est au moins 
dp > {g{B) + /Af)n et les revetements Lp e,i ip ont meme corps des modules et memes corps 
de definition. On verifie en outre qu'aucune des fonctions fiO tp — \ n'est une puissance pj-eme 
dans K^{V) pour XeK'^eil<i<I (ceci est deja vrai pour /j — A et de plus le degre pd de V' 
est premier a Pj.) 

On definit la fonction gi sur (B ®k L) x V par : 

^,(p,g) = /,(V^(g))-/,(p). 

La partie negative (gi) 00 du diviseur de gi est : 

(fi'*)oo = (/*)oo xV + B X {fiO ip)^, 
et les parties positives {gi)o que Ton note Aj verifient quant-a-elles : 

pgcdi(Ai) = g, 
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ou Q est le graphe de ijj. 

On definitune extension abeliennedu corps des fonctions L((i3®;i-L) xV) de {B^kL) xV 
en posant 

yr = 9i 

ou Pi est z-eme nombre premier plus grand que le degre d de </?. 

On note, enfin, S la normalisation de (B ®k L) xV dans le corps ainsi defini. Par construc- 
tion S est normale. De plus, on dispose d'un revetement de degre 11, ramifie : 

X-S^{B®kL)xV. 

Afin de preparer I'etude du groupe d'automorphismes de 5, on introduit une famille de 
courbes sur S. Pour Q un point de V, notons Sq I'image reciproque de i3 x Q par x ^^ Xq '■ 
Sq —>^ BxQle revetement obtenu par restriction de x- Si Q est un point generiquqj de V ^l K^, 
la courbe £q est irreductible, et le revetement xq est de degre 11. De plus, par construction, le 
degre du diviseur de ramification de ce revetement est majore par le produit 21 M (ou, on le rap- 
pelle, / est le nombre de fonctions dans la famille (/i)j et M est le maximum des degres de ces 
fonctions). Le genre geometrique de £q est done majore par : 

g{SQ)<{g{B) + IM)U<g{V). (1) 

On dispose aussi d'une minoration du genre de n'importe quel sous-revetement non trivial de xq- 
En effet, encore par construction, un tel sous-revetement est de degre au moins egal a pi > 3 
avec un diviseur de ramification de degre au moins egal a m (ou m est le minimum des degres 
des fonctions /«), si bien que : 

1 + 2(c/(i3) - l)n + tf < m < ^(sous-revetement de xq ■ £q ^ 13). (2) 

Les inegalites ([B et ([2]) seront utiles pour calculer le groupe d'automorphismes de S. 

4.2 Etude du groupe d'automorphismes de S 

Notons A le groupe des ii'^-automorphismes de tp. Vus comme des /C^-automorphismes de 
la surface (B ®k L) x V, ces automorphismes se relevent en des automorphismes de K^{S)/ K^ 
qui fixent les yi et qui stabilisent K'^iB ®k L x V) (dans la suite, nous adopterons la meme 
notation pour un automorphisme de if) et ses relevements a {B ®k L) x V et a S). Autrement 
dit, tout element a G A induit un automorphisme de S et on peut voir A comme un sous- 
groupe de AutA'^ (5), le groupe de /(''^-automorphismes de S. On dispose d'un autre sous-groupe 
de AutA-s(5), asavoiri? = ]^. Z/p^Zle groupe de Galois del'extensioni^ "* (5) /-ft' '^((i3®/^L) x 
V). 



'Par «point generique» de V ^l K", nous entendons, ici et dans la suite de ce texte, un point defini sur le corps 
des fonctions rationnelles K^{T>). 
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En resume, les elements a E A, vus comme des elements de Aut^* (5) font commuter le 
diagramme suivant : 









{{B (g)K L) X V) ®i K' ^ {{B ®K L) X V) ®l K' 

Les elements (3 E B, vus comme des elements de Auti^s (5) font commuter le diagramme 
suivant : 



S(»lK' 



13 



((i3 ®K L) X V) (g)L K' 



^S®lK' 



Et il est clair que A^i B C Autxs(5). En fait I'inclusion inverse est verifee. 
Lemme 4.2 Le groupe des K^ -automorphismes de S est egal a A x B. 

Preuve — Soit a un K'^-automorphisme de S. 

Tout d'abord, si Q est un point generique de V 0l K^, on salt grace a I'inegalite ([T]) de la 
section I4TT1 que g{8Q) < g{V). II en resulte que I'automorphisme a est tel que a{£Q) = £a{Q) 
ou a est un i^'^-automorphisme de V. 

Verifions que I'isomorphisme de Sq -^ £a{Q) induit par a fait commuter le diagramme : 



S, 



Q 

XQ 

BxQ 



idxa 



Xa(Q) 

B X a(g) 



avec id X a comme isomorphisme en bas. Le produit des fonctions xq ^t Xa(Q) o a definit un 
morphisme : 

X(3XXQ(Q)oa 



Ec 



BxB, 



dont I'image est un diviseur de bidegre < (11, H). D'apres le lemme [6T1 le genre arithmetique 
de cette image est au plus 1 + 2{g{B) — 1)11 + 11^ . D'autre part, en composant avec la premiere 
projection Aq B x B ^ B, on s'aper9oit que cette image est coincee entre 8q et B 0k K^ . 
Mais on a vu, dans I'inegalite ^ de la section 1431 qu'un tel sous-revetement non-trivial de 
Xq '■ £q ^ B ®K K^ a un genre geometrique au moins m > 1 + 2{g{B) — 1)11 + IP. II 
en resulte que I'image de xq x (Xq(Q) ° <^) est forcement fC^-isomorphe a B si bien que c'est 
une correspondance de bidegre (1,1). Comme ,B n'a pas de /i''*-automorphisme non-trivial on 
en deduit que le diagramme precedent peut etre complete en bas avec I'identite. Done x o a = 
(Id X a) o X. 

Montrons maintenant que a E A. Pour cela, remarquons que pour Q un point generique de 
V ®K K'^, on vient de montrer que a induit un isomorphisme entre les revetements xq ■ £q ^ B 
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6t Xa(Q) '■ £a{Q) -^ 13. Ces deux revetements ont done memes donnees de ramifieation, e'est-a- 
dire respeetivement les points P tels que fi{P) = fi{i>{Q)) et fi{P) = fi{'4>{a{Q))). Ainsi : 

Vz, f^Q)) = mia{Q))) 

done i'i^Q) = 'ip{a{Q)), ear les /j engendrent le eorps K{B). Autrement dit ^ = ^ o a, ee qui 
signifie que a E A. Done x°« = ttox = X°ct-On pose /5 = a o a^^ et on verifie que X°P = X 
done P est dans B. En eonelusion, on a bien a = Pa E A x B. D 

Remarque 2 La preuve ci-dessus montre que le groupe des K^ -automorphisme birationnels de 
S est egal a A x B. Nous n 'aurons pas besoin de ce resultat. 

4.3 Corps des modules et corps de definition de S 

Tout d'abord, le eorps des modules de S est K ear un isomorphisme entre '^Lp et Lp donne lieu 
a un isomorphisme entre '^S QiS. 

Ensuite, la surfaee S etant eonstruite a partir deep : C —^ B ®k L sans extension des sealaires, 
tout eorps de definition de ip est eorps de definition de S. 

II nous reste a verifier que tout eorps de definition de S est aussi un eorps de definition de ip 
ou, ee qui revient au meme, de ip. Pour eela, eonsiderons '^S et '^S deux eonjugues de S par aetion 
de Galois ti I : '^S ^ '^S un i^'^-isomorphisme. Comme le groupe de i^^'-automorphismes de 
la surfaee S admet un unique sous-groupe d'ordre 11, il en va de meme pour ehaeune de ses 
deux eonjuguees et les deux groupes en questions se eorrespondent par /. On obtient done par 
quotient, un K*-isomorphismes de ^((i3 ®k L) x V) dans '^{{B ®k L) x V) qui envoie le graphe 
de ""^ dans eelui de "ip (donnees de ramifieation des revetements quotients) et done I'empreinte 
de ^^ dans eelle de "il). Ce proeede permet de definir un foneteur eovariant qui transforme une 
donnee de deseente pour S en une donnee de deseente pour I'empreinte du revetement if) sur la 
surfaee {B ®k L) x V. Graee au theoreme ll.3[ eela montre que tout eorps de definition de S, est 
aussi eorps de definition de I'empreinte du revetement i}). En vertu du lemme [33l on salt qu'alors 
ee eorps est aussi eorps de definition de V^. 

Graee, une nouvelle fois, au theoreme |1.4l nous en deduisons que : 

CoroUaire 4.3 // existe des Q-surfaces normales, projectives et geometriquement irreductibles, 
de corps des modules egal a Q, definies sur tous les completes de Q, mats ne pouvant pas etre 
definies sur Q. 

5 Courbes 

Dans eette seetion K est eneore un eorps de earaeteristique nuUe. Dans le meme esprit que la 
seetion preeedente, on donne iei un proeede assez general qui assoeie a un revetement de eourbes 
de eorps des modules K, une K^-comht projeetive lisse, irreduetible, de eorps des modules K, 
ayant les memes eorps de definition que le revetement initial. Plus preeisement on veut montrer 
le: 
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Theoreme 5.1 Soit B une courbe definie sur K et soit (f : C ^ B ®k K^ un K'^ -revetement 
de corps des modules K. II existe une K'^ -courbe projective, irreductible, et lisse, de corps des 
modules K et ayant memes corps de definition que ip. 

Le point de depart est la surface S construite a la section |4l On garde done les notations de 
cette precedente section. On salt que S a pour corps des modules K et pour corps de definition 
les corps de definition du revetement </? : C/ L -^ B ®k L (ou ^ : V/L -^ B ®k L, cela revient 
au meme). 

L'idee est de tracer sur S une courbe singuliere (mais stable) heritant des proprietes de mo- 
dule et de definition de S puis de deformer cette courbe pour aboutir a une courbe projective lisse 
tout en conservant evidemment les proprietes de module et de definition. 

5.1 Deux courbes stables 

Les notations sont celles de la section 143] Soit T 1' union de tous les supports des diviseurs 
des fonctions gi. EUe contient le lieu de ramification du revetement x- 

Lemme 5.2 // existe deux fonctions non constantes f,g& K(B) telles que : 

• le diviseur ((/)o + (/)oo) x ^ coupe transversalement T ; 

• le diviseur {B®kL) x {{go''p)Q+{goip) oo) coupe transversalementTU[{{f)o + {f) oo) xP] ; 

• tout K^ -automorphisme de T> qui stabilise la fibre {g o ^)q est en fait un automorphisme 
du revetement ip (notons que cette fibre est simple en vertu de la condition precedente) ; 

• Pour tout zero P de f, on note xp '■ ^p ^ P x T) la correstrictiotu de x^ P ^T^ ^t on 
demande que le revetement Kp := goipoxp : J-'p -^ P^ n'ait pas d'autres automorphismes 
que les elements de Ax B : 

Autft's((7 o ■?/) o Xp) = PmX,k={iP o Xp) = A x B. 

Preuve — Soit / G K(B) une fonction non-constante. On applique le lemme [6!2] a L, B, V, T et 
/. On en deduit qu'il existe un x et un y distincts dans K tels que (/)^ x "D et {f)y x V coupent 
transversalement V. On remplace / par (/ — x)/{f — y) et la premiere condition est satisfaite. 

On observe alors que pour tout zero P de /, la courbe J-'p est lisse et geometriquement 
irreductible car (/)o x V coupe transversalement le lieu T de ramification de x- En outre 

AutK^i'ip o Xp) = Ax B 
car K^{J^p)/K^{B) est le compositum de K^(V)/ K^{B) et de 1' extension abelienne de K^{B) 

engendree par les gi{P, ) p> = (fiOip - fiiP))"' ■ 

On cherche une fonction g dans K(B) telle que g o ip n'ait pas d' autre fi'*- automorphisme 
que les elements de A et, pour tout zero P de /, le revetement kp = g oif) oxp n'ait pas d' autre 
i^"* -automorphisme que les elements de KutK^ii^ o Xp) = A x B. D'apres le lemme [64l les 



En toute rigueur il faudrait ecrire P x (V 0^ K^ 
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fonctions de K^{B) qui ne satisfont pas toutes ces hypotheses sont contenues dans une union 
finie de sous-K-algebres strictes. II existe done une telle fonction g. 

D'apres le lemme [6^ les x dans K tels que {g o ij))^ ne coupe pas V U [((/)o + (/)oo) x "P] 
transversalement sont en nombre fini. 

D'apres le lemme [63l les x dans K tels que {g o if))^ ait un K'^-automorphisme en dehors de 
A sont en nombre fini. 

Done il existe x et y distincts dans K tels que {g o ^p)^ et {g o ^)y coupent T U [((/)o + 
(/)oo) X T^] transversalement et (g o tp)^ n'ait pas d'autre automorphisme que les elements de A. 
On remplace g par {g — x)/{g — y) et les trois demieres conditions sont satisfaites. D 

Soit alors Jq la courbe, tracee sur {B ®k L) x V, d' equation : 

f{P)xgo,l;{Q) = Q. 

On peut montrer le resultat suivant. 

Lemme 5.3 La courbe Jq est stable et telle que Aut^^ (Jo) — ^• 

Preuve — La courbe Jq est reduite car les zeros de f et goip sont simples et ses points singuliers 
— c'est-a-dire les (P, Q) sur (B ®k K^) x ^ tels que /(-P) = g o tpiQ) = — sont des points 
doubles ordinaires ; elle est done semi-stable. EUe est aussi connexe et projective. Comme toutes 
ses composantes irreductibles sont isomorphes a ,B ou "D toutes deux de genre > 2, la courbe Jo 
est bien une courbe stable. 

Enfin Autxs(Jo) ~ A : le groupe des /('''-automorphismes de J'q est le groupe A des auto- 
morphismes de ^. En effet, un automorphisme o de J'q permute les composantes irreductibles. 
Certaines de ces composantes sont des copies de B et d'autres sont des copies de V. Comme B 
et T> ne sont pas isomorphes, a respecte les deux sous-ensembles. La restriction de a a une com- 
posante isomorphe a B, suivie de la projection sur B est un morphisme non-constant de B dans 
elle-meme, done I'identite car B n'a pas d'automorphismes. Done a stabilise chaque composante 
isomorphe a V. Les points singuliers sur une telle composante sont les zeros de g o ijj. Comme 
I'ensemble de ces zeros n'est pas stabilise par d'autres automorphismes que ceux de ip, on peut 
supposer que a est trivial sur une des composantes isomorphes a V (quitte a le composer avec un 
element de A). II doit done stabiliser les composantes isomorphes a B. Et comme elles n'ont pas 
d' automorphisme, il agit trivialement dessus. Comme a agit fidelement sur les zeros de g o ^, il 
agit trivialement sur toutes les composantes isomorphes aV. O 

Soit /Co 1' image reciproque de Jo P^ X- On etudie a nouveau sa stabilite et on ceme un 
sous-groupe de son groupe d'automorphismes : le sous-groupe des automorphismes deformables, 
note Aut^s(/Co)- Nous expliquons maintenant le sens de ce terme. 

Remarquons d'abord que les composantes de /Co ®l K'^ sont de deux sortes. Certaines sont 
des revetements de (B ®k K^) x Q pour Q un K^-zero de f^ o ^ et on les note Sq. Les autres 
sont des revetements de P x ("D ®k K^) pour P un K^-zexo de f et on les note J^p. On note 
Xp '■ J^p ^ P X V et xq '■ £q ^ B X Q les restrictions de x ^ux composantes de /Co. Soit 
T un point singulier de /Co tel que xiT) = (P, Q). Done T est dans 1' intersection de £q et J^p. 
Le point de Eq correspondant a T est appele R. he point de jFp correspondant a T est appele S. 
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Done Xq{R) = -P et Xp{S) = Q- Done f oxq est une uniformisante pour £q en R et g o ijj o xp 
est une uniformisante pour jFp en S. Si a est un automorphisme de /Co et T' = (R', S') I'image 
de T = (R, S) par o on note x(-R') = (-P') Q')- Notons que / o xq' o a est une uniformisante 
pour £q en R et g o ip o xp' o a est une uniformisante pour jFp en S. 

On appelle automorphisme deformable de /Co un automorphisme a tel qu'en tout point sin- 
gulier T de /Co on ait 

l^_^9L^^R^ X ^°^°^"'°^ ^) = 1 (3) 

J °xq g°v°xp 

oux{T) = {P,Q)etx{aiT)) = iP',Q'). 

La justification de cette definition est donnee au paragraphe d .21 Les automorphismes defor- 
mables forment clairement un sous-groupe du groupe des automorphismes de /Co- 

Lemme 5.4 La courbe fCo est stable et telle que Aut^i (/Co) ~ A x 5. 

Preuve — II est evident que A yi B agit (par restriction) sur /Co et que les automorphismes 
correspondants sont deformables. 

La courbe /Co est tracee sur S. Les conditions imposees sur les fonctions f et g permettent 
de montrer que /Co est une courbe stable. En raison de la simplicite de I'intersection de (/) et 
(g) avec le lieu de ramification T, les points singuliers de J'o se relevent en des points singuliers 
de /Co qui restent de premiere espece (ils sont simplement «demultiplies»). La connexite de /Co 
provient du fait que les fonctions gt, dont on extrait une racine, ne peuvent pas etre une puissance 
Pi-eme car aucune des fonctions /,; — A, A G K'^, n'en est une, et pas davantage les fi o ip — \ 
(cf.§l4l]). 

Enfin, montrons que Aut^s (/Co) ^ Ax B. Pour le voir, remarquons que les composantes de 
/Co 0K K^ sont de deux sortes. Certaines sont des revetements de {B ®k K^) x Q pour Q un 
i^'^-zero de (7 o ^ et on les a notes Eq. Les autres sont des revetements de P x (P ®l K^) pour 
P un K^-zexo de / et on les a notes Tp. Les jFp et les Sq n'ont pas le meme genre, done elles 
ne peuvent etre isomorphes. Ainsi tout i^'^-automorphisme a de /Co stabilise I'ensemble des jFp 
et celui des £q. 

Soit Q et Q' des _ft''^-zeros de goip tels que <x{£q) = £q' . Comme dans la preuve du lemme |431 
on remarque que I'image de £q dans le produit Bx B, via le morphisme xq x Xq' o a, a un genre 
arithmetique moindre que 1 + 2{g(B) — 1)11 + 11^. Cela montre encore que cette image est K^- 
isomorphisme a B (sinon I'image revet B par un revetement non trivial de genre forcement plus 
grand que 1 + 2{g(B) — 1)11 + 11^). Comme B n'a toujours pas d' automorphisme, on en deduit 
a nouveau que a induit un isomorphisme de revetements entre les restrictions xq '■ ^Q ^ ^ 
et Xq' -.Eq'^B de x- Ainsi 

Xq = Xq' ° a. (4) 

Des lors a stabilise chaque composante jFp oia P est un K^-zero de /. En effet, partons d'un 
point singulier T = (R, S) E £q D J-'p, oii P est un _ft''^-zero de / et ou Q un i^'^-zero de g o ijj. 
On a done xiT) = {P,Q) e B x V. On salt qu'il existe P' G B{K') et Q' e V{K') tels 
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que a(T) G Tpi n Eqi si bien que a(r) G £qi fi a(£^Q) d'ou ^{Eq) = £qi. On est done dans le 
contexte du paragraphe precedent, c'est-a-dire que : 

p' = XQ' o a(r) = xq(t) = p. 

Conclusion P = P' puis a{J-'p) = J-'p. De plus, en vertu des formules ([3]) et dH) on connait le 
quotient : 

^°^°^"°^ g) = 1. (5) 

goipoxp 

Notons ap la restriction de o a jFp. C'est done un automorphisme de J-'p ; mieux, montrons 
que c'est la restriction a J-'p d'un element de A x B. Pour cela, introduisons la fonction Kp = 
g o tp o xp G K^{J^p). EUe est de degre deg{g) x pd x li et ses zeros, tous simples, ne sont 
rien d' autre que les points d' intersection de J^p avec les autres composantes de /Co- Comme ap 
permute ces zeros, la fonction Kp o ap a les memes zeros que Kp avec la meme multiplicite, 

i.e. 1. Des lors, seuls les poles de la fonction Kp peuvent etre pole de la fonction —^ 1. 

Cette demiere fonction est done de degre inferieur ou egal a celui de Kp . Or d'apres (]5]), les 

zeros de Kp sont aussi zeros de —^^ 1. En bref, nous venons de montrer que si —^ 1 est 

non-nuUe, elle a le meme diviseur que Kp : il existe done une constante c G C telle que : 

Kp 11, 

1 = cKp OU encore : 



Kp o ap Kp o ap Kp 

Tenant compte de fait que ap est d'ordre fini e, on en deduit que ce = 0, puis que c = 0, puis 
que Kp o ap = Kp. Autrement dit, ap est un automorphsime du revetement Kp = g o ^ o xp : 
J^P — ^ P^. Par hypothese sur la fonction g, il en resulte que ap est la restriction a J^p d'un 
element de A x B. 

Quitte a composer a par I'inverse de cet element, on peut supposer que ap est I'identite. 
En particulier, a fixe tous les points singuliers de JCq appartenant a J^p. Du coup, a stabilise 
necessairement toutes les composantes £q pour Q zero de g o ip. Par restriction, il induit done 
un automorphisme a^ de £q qui, d'apres (H)), est en fait un automorphisme de xq- Comme de 
plus, il fixe un point dans (et meme toute) la fibre non ramifiee au dessus de P du revetement 
galoisien xq '■ £q ^ -B, necessairement aq vaut I'identite. Ainsi a fixe point par point toutes les 
composantes £q. 

II ne reste plus qu'a verifier qu'il en est de meme des composantes jFp/ pour P' un autre 
zero de /, i.e. distinct de P. Notons ap/ la restriction de a a jFp/. On salt qu'elle coincide avec 
la restriction d'un element de A x i? et qu'elle fixe tous les points singuliers de /Co appartenant 
a J-'p/, c'est-a-dire tous les points des fibres au dessus des zeros de g o ^. II suffit done de 
verifier que Taction de A x B sur I'union de ces fibres est libre. C'est assurement le cas pour 
les elements de B car les zeros de g o tp sont, par hypothese, non ramifies dans le revetement 
galoisien xp' '■ J^p' -^ ^- Q^ I'est encore pour les elements de A x B car Taction de A sur les 
zeros de g o tp est aussi libre. D 
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5.2 Deformations 

Nous allons maintenant deformer les deux courbes stables precedentes pour faire en sorte 
qu'elles soient chacune la fibre speciale d'une famille de courbes. Si x G K^ est un sca- 
laire, il est naturel de considerer la courbe J'^ tracee sur X = (B ®x L) x V et definie par 
I'equation /(P) x g{il){Q)) = x. On note JC^ I'image reciproque de J'^ par x- Nous montrons 
dans ce paragraphe et dans le suivant que pour presque tout x dans K, la courbe JCx est lisse et 
geometriquement irreductible, de groupe d'automorphismes Ax B,et qu'elle a meme corps des 
modules et memes corps de definition que le revetement if de depart. Pour ce faire, nous voulons 
regarder les families {J'x)x et {ICx)x comme des fibrations au-dessus de P^. Mais il faut etre pru- 
dent : la famille de courbes {J'x)x admet des points bases. C'est pourquoi nous commen9ons par 
eclater la surface X = {B ®k L) x Vie long de 

C = ((/)oo X (c/ O ^)o) U ((/)o X (^ o ip)^). 

Notons que c est union de 2 X deg(/) xdeg{go'ijj) points geometriques simples. SoitXoo.oo C 
X = {B®kL) xPl'ouvertcomplementairede ((/)oo x "D) U(i3 x {goip)^) dans {B®kL) xV. 
On definit de meme Xq.Oj ^o,oo, ^oo,o- Ces quatre ouverts recouvrent [B ®k L) x V. 

On note F\ = Proj(L[Xo,Xi]) la droite projective sur L. On note F = 1// et G = 1/g. 
Soit J'oco C Xoo,o X Fi I'ensemble des {P,Q, [Xq : Xi]) tels que f{P)Xo = G{iIj{Q))Xi. 
Soit Jo,ol C Jo,oo' X Pi I'ensemble des (P, Q, [Xq : Xi]) tels que g{ip{Q))Xo = F{P)Xi. Soit 
Joo,oo C Xoo.oo X F\ I'ensemble des (P,g, [Xq : Xi]) tels que f{P)g{'ip{Q))Xo = Xi. Soit 
Jo,o C Xo,o X P^ I'ensemble des {P,Q, [Xq : Xi]) tels que Xq = P(P)G(^(g))Xi. On note 
J' C X X F\\e recoUement de ces quatre ensembles, bj : J' ^ X la projection sur le premier 
facteur et j : J' ^ F\ la projection sur F\. C'est un morphisme plat, projectif, surjectif. 

Soit IC C S xFl I'image inverse de JT par x x Id ou Id : P^ — > P^ est I'identite. C'est 
I'eclatement de J le long de x^^(c). Notons que x^^(c) est union de deg(x) xdeg(/) x deg{go^jj) 
points geometriques simples car x est non ramifie au dessus de c. En fait, /C est la normalisation 
de J7 dans L{S). On note encore x : /C ^ JT le morphisme correspondant. Soit 65 : /C ^ 5 la 
projection sur le premier facteur. Soit k : }C ^ F\\a projection sur le second facteur. C'est le 
morphisme compose k = j o x- C'est un morphisme plat, propre et surjectif. 

Soit K\ C F\ le spectre de L[X] avec X = Xi/Xq. La fonction X permet d'identifier 
K\{K^) avec K'^. Pour tout point x de A^{K^) on note Jx la fibre de j au-dessus de x et ICx 
la fibre de k au dessus de x. La restriction de hj a Jx est une immersion fermee. On peut done 
voir Jx comme une courbe tracee sur X = B x V.De meme, la restriction de hs a ICx est une 
immersion fermee. On peut done voir fCx comme une courbe tracee sur S. On note J7^ la fibre 
generique de j et /C^ celle de k. La fibre de j en est isomorphe (par le morphisme hx) a la 
courbe stable j7o introduite au paragraphe 15.11 De meme, la fibre de A; en est isomorphe (par le 
morphisme 65) a la courbe stable /Cq introduite au paragraphe 15. II 

Montrons que J7^^/L(X) est geometriquement connexe et que pour presque tout x E A^{K'^) 
la courbe Jx est geometriquement connexe sur L{x). D'apres le theoreme de factorisation de 
Stein [|Liu021 Chapter 5, Exercise 3.11], on peut factoriser j : J/L -^ A\ en jf o j^ avec jc a 
fibres geometriquement connexes et jf fini et dominant. La fibre de jf au dessus de est triviale 
car Jq est connexe et reduite. Done le degre de jf est 1 d'apres [|Liu02[ Chapter 5,Exercise 

18 



1.25]. Done jf est un isomorphisme au dessus d'un ouvert de A\. La fibre generique J'r^ est 
geometriquement connexe sur L(X) et pour presque tout x E A^ (K^) la courbe J'^ est geometri- 
quement connexe sur L(x). Le meme raisonnement montre que /C^ est geometriquement connexe 
surL(X) et pour presque tout X G A^(K'^) la courbe /C^ est geometriquement connexe sur L (a;). 

Montrons maintenant que J'r, est lisse. EUe est lisse en dehors des points (P, Q) E J'r, C 
B X V oil df(P) = et d{g o tp){Q) = 0. De tels points sont definis sur K^ done la fonction 
f{P) X g{ip{Q)) ne peut pas prendre la valeur transcendante X en ces points. 

Le lieu V de ramification de x coupe trans versalement la fibre Jq. Done il coupe transversa- 
lement la fibre generique Jr^. Done /C^, est lisse elle aussi. Ainsi, pour presque tout x E K^ les 
fibres Jx et /C^ sont lisses. 

Enfin, la connaissance de Aut^!(/Co) permet de montrer que Aut j^.^J /C^) ~ A x 5. 

Soit R = K^[[X]]. La courbe localisee ft = K, ®f^\ Spec(i?) est stable sur le spectre de 
R. D'apres IILiu02[ Chapter 10, Proposition 3.38, Remarque 3.39] le foncteur automorphismes 
t 1—*^ Auti(/Ci) est representable par un schema fini et non-ramifie sur Spec R et 1' application de 
specialisation KuiK'=[(x)){ftr^) -^ AutA's(/Co) est injective. Elle prend ses valeurs dans le sous- 
groupe des i^* -automorphismes deformables de /Cq d'apres le lemme [631 Comme Speci? n'a 
pas de revetement non-ramifie, on en deduit que le groupe des automorphismes geometriques de 
la fibre generique satisfait 

Ax Be Aut;^p^(/C^) C Auti^.((x))(/C^) C Aut^-U^o). 

Comme le dernier groupe, on I'a vu, est egal a A x i?, on en deduit bien que Aut j^.^J /C^) = 
AxB. 

5.3 Corps de modules, corps de definition dans les fibres de /C 

Pour conclure nous montrons I'existence de fibres ICx avec x E A^{K), lisses, geometrique- 
ment irreductibles, ayant meme corps des modules que S (c'est-a-dire K par hypothese), et 
memes corps de definition. 

On vient de voir que pour presque tout x E A^(K), la fibre JC^ est lisse et geometriquement 
connexe, done geometriquement irreductible. Compte tenu du lemme 16.71 sur la specialisation 
du groupe des automorphismes dans une famille de courbes rationnelles, pour presque tout x E 
A^{K), le groupe de iC'*-automorphismes de la fibre JC^ est isomorphe au groupe des K{X)- 
automorphismes de la fibre generique. Comme le groupe d' automorphismes de la fibre generique 
est aussi isomorphe au groupe AxB des automorphismes de S, on en deduit que la restriction 
induit, pour presque tout x, un isomorphisme : 

Aut7i:s(5) ^^ Auti^a(/C2:). 

Soit done x E K tel que /C^. soit lisse et geometriquement irreductible et Auti^a(/C2:) = 
AxB. Montrons que JC^ possede toutes les proprietes de module et de definition escomptees. 

Tout d'abord, la construction de /C n'impliquant pas d'extension des scalaires, a tout modele 
de if defini sur un corps M 0> K on associe un M-modele de la courbe JCx- 
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Ensuite, la surface S aK pour corps de modules, et pour tout a e Gal(i^), on salt qu'il existe 
un K'^-isomorphisme (^a- '■ <S ^ '^S. Par restriction, ces ^p^^ induisent des K'^-isomorphismes 
entre JCx et '^ICx- Done le corps des modules de JCx est K. 

En fait, tout T^'^-isomorphisme entre JC^ et '^JCx est restriction d'un fC*-isomorphisme entre S 
et '^S. II existe en effet un tel isomorphisme, et les groupes d'automorphismes de JCx et de S sont 
les memes. Comme la correspondance est bijective, toute donnee de descente pour /C^. s'etend 
en une donnee de descente pour S. 

Cela termine la demonstration du theoreme I5.1[ Le theoreme 15.11 permet de demontrer le 
theoreme ll.ll a I'aide du theoreme ll.4[ Notons que Jean-Fran9ois Mestre a construit dans [ Mes9TI 
des obstruction locales a 1' existence d'un modele defini sur le corps des modules d'une courbe. 

6 Quelques resultats intermediaires d'ordre general 
6.1 Sur les courbes et les produits de deux courbes 

Lemme 6.1 Soit K un corps de caracteristique nulle. Soient B etC deux K -courbes algebriques 
projectives, reduites, lisses et geometriquement irreductibles de genres P et •y respectivement. 
On fixe P un point geometrique de B et Q un point geometrique de C et on note abusivement 
B = BxQetC = PxC. Soit T un diviseur de B x C de bidegre (6, c), i.e. tel que b = B ■ T et 
c = C ■ T. Le genre arithmetique virtuel n deV est au plus 1 + hc + c{l3 — 1) + &(7 — !)• Dans 
le cas b = c cette borne vaut 1 + 26(/5 — 1) + 6^. 

Preuve — On s'inspire ici de la preuve de Weil de I'hypothese de Riemann pour les courbes 
(cf. IIHar77[ Exercice V-1.10]). 

La classe d'equivalence algebrique du diviseur canonique de i3 x C est i^ = 2(/? — l)C+2(7 — 
1)B. Grace a la formule d'adjonction, on salt que n = '*- ^ ' + 1 (cf. [|Har77[ Exercice V-1.3]). 
On a done : 

D-{D + 2{P- l)C + 2(7 - 1)B) , ^ D-D + 2c{p - 1) + 26(7 - 1) , , 
2 2 

et il ne reste plus qu'a majorer 1' auto-intersection D ■ D. L'inegalite de Castelnuovo et Severi 
(cf. [|Har77l Exercice V-1.9]) nous apprend que D ■ D < 26c, d'ou le resultat. D 

Lemme 6.2 Soit K un corps de caracteristique nulle. Soient B etC deux K -courbes algebriques 
projectives lisses, geometriquement irreductibles et reduites. Soit T un diviseur sans multiplicite 
de la surface B x C. Soit f G K{B) une fonction non constante. Pour tout element x de K^ 
saufun nombre fini, le diviseur {f)x x C coupe transversalement T, oil {f)x designe le diviseur 

f-\x). 

Preuve — Notons pq : BxC -^ Bla premiere projection. L' ensemble E des points de B{K^) tels 
que dans p^^(P) il y ait soit un point singulier de F, soit un point ramifie du morphisme T ^ B 
obtenu par restriction de p^, ou tels que la fibre pg^(P) soit contenue dans F, est fini. Done pour 
tout X E K^ sauf un nombre fini, la fibre f~^{x) evite E et elle est simple. D 
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Lemme 6.3 Soit K un corps de caracteristique nulle. Soit B une K-courbe algebrique projective 
lisse, geometriquement irreductible et reduite. On suppose que le genre de B est au moins 2. Soit 
f G K{B) une fonction non-constante. On note G le groupe des K^-automorphismes de f. 
C'est r ensemble des K^ -automorphismes a de B tels que f o a = f. Pour tout x G P^(i^''), on 
note {f)x = f^^{x) la fibre au dessus de x et Gx le groupe des K'^ -automorphismes de B qui 
stabilisent r ensemble des K^ -points de {f)x- 

Pour tout X de P^(i^'^) saufun nombre fini on a Gx = G. 

Preuve — Le groupe H = Auti^s (B) des K'^-automorphismes de B est fini car le genre de B est 
au moins egal a 2. Soit o un automorphisme dans H — G et soit x G F^{K'^). Supposons que les 
-ft''* -points de {f)x sont stabilises par o. Soit P I'un d'eux. Alors / o o(P) = f{P) = x. Ainsi P 
est un zero de la fonction non-nuUe / o o — /. Pour chaque a on trouve un nombre fini de tels 
zeros. Et les a sont en nombre fini. Done les x, qui sont images par / de tels P, sont eux aussi en 
nombre fini. D 

Lemme 6.4 Soit K un corps de caracteristique nulle. Soit B une K-courbe algebrique projective 
lisse, geometriquement irreductible et reduite. Soit L C K'^ une extension algebrique de K. Soit 
C une L-courbe algebrique projective lisse, geometriquement irreductible et reduite. On suppose 
que le genre de B est au moins 2. Soit ip : C -^ B ®k L un L-morphisme non-constant. On note 
G le groupe des K^ -automorphismes de ip. C'est V ensemble des K^ -automorphismes ade C tels 
que if o a = ip. Pour toute fonction f dans K^{B) on note Gf = Aut^^if o ip) le groupe des 
K^ -automorphismes de f o ip. On a G C. Gf. On note V C K{B) V ensemble des fonctions f 
telles que Gf ^ G. L'ensemble V est contenu dans une union finie de K-algebres strictes de 
K{B). 

Preuve — Par 1' equivalence categorielle entre les corps de fonctions et les courbes (projec- 
tives lisses, etc ... ), I'enonce a prouver se ramene a un resultat concernant les corps de fonc- 
tions K^{f) C K'^(B) C K^{C) et les groupes qui entrent en jeu sont les suivants : 

G = Aut;^.(v9) = AntKs(B){K'{C)), 

Gf = AntKsifoip) = AntKHf)iK%C)), => GcGfCA. 

A = AntK^C) = AntK^{K'{C)), 

Dans ce contexte l'ensemble V admet la description : 

\/= I y K'{cynK'{B)\nK{B)= \J K'{cynK{B). 

\aeA\G J aeA\G 

Cette reunion est finie, le groupe A I'etant puisque C est de genre > 2. De plus, comme a ^ G, 
chacune des sous-extensions K^{C)'^ fl K^{B) est une sous-extension stricte de K^{B), conte- 
nant K'^ ; en descendant a K, on preserve I'inclusion stricte K^^C)"- fl K{B) C K{B). D 
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6.2 Deformation d'automorphismes 

Dans ce paragraphe nous donnons une condition necessaire pour qu'un automorphisme d'une 
courbe nodale s'etende a une deformation de cette courbe. 

Soit R un anneau de valuation discrete complet, vr une uniformisante et k son corps residue! 
suppose algebriquement clos. On considere /C une courbe stable sur Spec(i?) ; la fibre generique 
est notee /C^, la fibre speciale /Co- On considere T un point singulier de /Co- D'apres [LiuOli 
Chap 10, CoroUaire 3.22], on salt que I'anneau local complete de /C en T est de la forme : 

d^,T = R[[f,g]]/{f9-7r^) 

avec e G N. Get entier s'appelle I'epaisseur de /C en T. On dit aussi que f et g forment un 
systeme de coordonnees de /C en T. En reduisant modulo vr, on obtient I'anneau local complete 
de /Co en T : 

dKo,T = d,c,T/{7^) = k[[7,g]]/{Jg), 

ou / = / mod TT etg = g mod vr. Comme en tout point double ordinaire, on salt que, localement 
en T, /Co possede deux branches J-' etQ (composantes irreductibles) ; les fonctions f etg en sont 
les uniformisantes respectives. On note P etQ les points de JF et ^ correspondant a T. 

Soit T' un autre point point singulier de /Co auxquel on associe les donnees /', g' , e', T\ Q' 
comme precedemment. 

Considerons a un automorphime de /C sur R tel que a(r) = T' et a(jF) = JF', a{Q) = Q'. On 
verifie aisement que les fonctions f o a et g' o a forment aussi un systeme de coordonnees de /C 
en T. On en deduit que e' = e mais aussi que /' o a// et g' o a/g sont des inversibles de Ojc^t 
(a chaque fois le numerateur et le denominateur ont meme diviseur de Weil). Comme de plus on 
a f X g = 71"^ = f o a X g' o a, i\ en resulte que ^-j^{T) x S.^(T) = 1. En reduisant modulo vr 
et en se pla9ant sur chacune des deux branches locales de /Co en T, on en deduit que : 



— r/ 



^(P)x^(Q) = l. (6) 

/ 9 

Definition 6.5 Soit R un anneau de valuation discrete complet de corps residuel k algebrique- 
ment clos. Soit /C une courbe semi-stable sur Spec(i?). La fibre generique de /C est supposee 
lisse. On se donne un systeme de coordonnees en chaque point singulier de la fibre speciale /Cq. 
Soit a un automorphisme de /Cq/A;. On dit que a est deformable dans /C/ Spec(-R) si pour tout 
point singulier T de /Cq, V image g.{T) a la meme epaisseur que T dans /C, et si I'egalite ® est 
satisfaite. 

Lemme 6.6 Avec les notations de la definition \6.5\ V ensemble des automorphismes de ICo/k 
deformables dans /C/ Spec(i?) est un sous-groupe de Autjfc(/Co). Si a est un automorphisme de 
/C sur Spec(i?), sa reduction a = a mod tt est un automorphisme de ICo/k deformable dans 

/C/Spec(i?). 

On pourra comparer cet enonce a [|Wew99[ Theorem 3.1.1] qui concerne les deformations de 
morphismes entre deux courbes distinctes. 
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6.3 Sur les automorphismes d'une famille de courbes 

Nous demontrons dans cette section un lemme de specialisation du groupe des automor- 
phismes d'une courbe dependant d'un parametre. 

Soit K un corps de caracteristique nulle et soit U une courbe affine lisse, geometriquement ir- 
reductible et reduite sur K. Soit X une surface quasi-projective lisse, geometriquement irreduct- 
ible et reduite. Soit n : X ^ U un morphisme projectif, lisse, surjectif, de dimension relative 1. 
On suppose que pour tout point geometrique e G U{K^) de U, la fibre X^ est geometriquement 
irreductible. 

Toutes les fibres ont le meme genre geometrique g suppose au moins egal a 3. 

On veut montrer qu'il existe un A'-ouvert non-vide V de W tel que pour tout point geometrique 
e G V(-ft'*) le groupe des automorphismes sur K'^ de la fibre en e soit egal au groupe 



des automorphismes de la fibre generique X^. 

Supposons d'abord que la fibre generique X^ est non-hyperelliptique (ce qui revient a dire 
que le nombre de points de Weierstrass est plus grand que 2g + 2). 

Quitte a remplacer K par une extension finie et hi par un revetement fini etale d'un ouvert 
non-vide de U, on pent supposer que les points de Weierstrass de la fibre generique sont definis 
sur le corps K(U). L' adherence de Zariski de ces points definit des sections horizontales de la 
famille -n : X ^>-U. Quitte a restreindre U un peu plus, on peut supposer que ces sections ne se 
croisent pas. Done aucune fibre de la famille n'est hyperelliptique. 

II existe g points de Weierstrass Pi ,,, P2,r;> • • • > Pg,ri de la fibre generique qui sont lineairement 
independants dans son modele canonique. On choisit une base (cui, . . . ^ujg) des differentielles 
holomorphes de la fibre generique, adaptee a ces g points (i.e. uji{Pj^r)) = si z 7^ j). Quitte a 
restreindre un peu plus I'ouvert W on peut supposer que ces g formes se specialisent en tout point 
X eU pour former une base des formes holomorphes de la fibre en x. 

On obtient done une famille de plongements canoniques 

X ^ ^U X P»-i 



W 

Pour chaque fibre de la famille n : X ^ V(,\e groupe d' automorphismes peut-etre vu comme 
sous-groupe du groupe des permutations Sw des points de Weierstrasqj. En particulier, si e G 
U{K'^) est un point ferme et r] le point generique alors kui K''(u){Xri) C Aut_ft:s(Xe) C Sw- 

On veut montrer que les e tels que la premiere inclusion soit stricte sont contenus dans un 
ferme strict de U. On choisit une permutation a G Sw telle que a ^ A\xiK^{u){XT^)- On associe 
a a une transformation projective lineaire de P^^^ par prolongement de Taction lineaire sur les 
Pi, ■ ■ ■ , Pg (adherences de Zariski des Pi^, P2 ,,, . . . , Pg.ri)- Ce prolongement est unique car les 
Pi sont independants. On le note r. C'est un automorphisme de P^^^ sur U. Quitte a remplacer 



■^Donc tous les automorphismes de X^ sont definis sur K^{U), c'est-a-dire Aut j^.^s (X^) = Aut x'>{u){Xri)- 
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K par une extension finie et U par un revetement fini etale d'un ouvert non-vide de U, on peut 
supposer qu'il existe un K{U)-pomt Q^ E X^ de la fibre generique tel que t(Q^) ne soit pas 
dans cette fibre. On prolonge ce point en une section rationnelle Q de vr. L' ensemble des x E U 
tels que t(Qx) soit dans la fibre X^ est un ferme strict de U. 

Dans le cas ou la fibre generique est hyperelliptique, notons c^ : X^^ -^ F^/K(V() le mor- 
phisme canonique de degre 2, quotient par I'involution. Solent Pi^^, . . . , P2g+2,ri les points de 
P^ ou c^ se ramifie. Quitte a remplacer K par une extension finie et U par un revetement 
etale d'un ouvert non-vide, on peut supposer que le morphisme c^ s'etend en un morphisme 
c : X/U -^ F^ /U, que tous les Pj ,, sont definis sur K(U), et que leurs adherences de Zariski 
dans f^/U (notees Pi) ne se croisent pas. 

Soit X un point de Li. Tout L(a;)-automorphisme de X^ normalise I'involution et induit un 
automorphisme de ¥^ / L{x) qui stabilise les Pi^x- On note Gx I'ensemble de ces automorphismes. 
Ce groupe est isomorphe au quotient du groupe des L(a;) -automorphismes de Xx par I'involution. 

On note M. I'ensemble des injections de {1, 2, 3} dans {1, 2, . . . , 2(7 + 2}. Le groupe Gx 
peut-etre vu comme sous-ensemble de 7V1 : on associe a 1 (resp. 2, 3) I'indice de I'image de Pi .j, 
(resp. P2 -E, Pz,x)- En particulier si e G U{K^) est un point ferme et r] le point generique alors 
G,, eG^E M. 

On veut montrer que les e tels que 1' inclusion soit stricte sont contenus dans un ferme strict de 
hi. On choisit une injection a E M. telle que a ^ Gj,. On associe a ci la transformation projective 
lineaire de P^/W qui envoie Pj sur Po-(i) pour i E {1,2, 3}. On la note r. C'est un automorphisme 
de P^ sur U. II existe un indice j entre A et 2g + 2 tel que pour tout i E {1,2, . . . ,2g + 2} 
T{Pj^r)) 7^ Pi,7T L' ensemble de x eU tels que t{Pj^x) soit egal a I'un des Pi^x est un ferme strict 
deW. 

Lemme 6.7 Soit K un corps de caracteristique nulle et U une courbe affine lisse geometrique- 
ment irreductible et reduite sur K. Soit X une surface quasi-projective lisse geometriquement 
irreductible et reduite. Soit n : X ^ U un morphisme surjectif, projectif et lisse de dimen- 
sion relative 1. On suppose que pour tout point e de U, la fibre X^ en e est geometriquement 
irreductible. On note 1] le point generique de U et Sn = Sj^ ®k{u) K{U) la fibre generique vue 
comme courbe sur la cloture algebrique du corps des fonctions de la base U. 

II existe un K -ouvert non-vide V deU tel que pour tout point ferme e E V{K^) le groupe des 
automorphismes sur K'^ de la fibre en e soit egal au groupe Autj^jjjr{Srf) des automorphismes 
de Srf. 
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